CHAPITRE 4

TRIGONOMETRIE

1 Mesure des angles orientés

Rappel

On obtient des secteurs avec des intersections, des réunions de demi-plans, ou une demi-droite, ou le

plan.

Exercices

1 Définir un secteur saillant, rentrant, plat, nul, tour.

Notation: s = [ABC] = [CBA].

2 Théoréme. Dans l'ensemble S des secteurs, si I'on dit que deux secteurs sont équivalents si et
seulement si il existe une isométrie qui transforme 'un en l'autre , alors on a une relation

d’équivalence dans S .

Définition 1 Un angle (non orienté) est une classe d'équivalence de secteurs relativement a

I'isométrie. L'ensemble des angles non orientés est noté A.
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Définition 2 On appelle secteur orienté un couple ([ABC], [B,A)) ot [ABC] est un secteur et [B,A)

une des frontieres du secteur appelée "premiére frontiere”.

Exercices

3 Qu’est-ce qu’un secteur orienté nul, plat, tour, droit?
Dans quel cas a-t-on ( [ABC], [B,A)) = ([ABC], [B,C)) ? Démontrer qu’avec un secteur non

orienté plat, on peut construire deux secteurs orientés plats.

4 Rappel Une translation est le composé de deux symétries d’axes paralleles et une rotation le

composé de deux symétries d’axes sécants ou confondus.

On pose que deux secteurs orientés non nuls, non tour, ont méme orientation lorsqu’il existe une
translation suivie d'une rotation transformant la premiére frontiere de l'un dans la premiére
frontiere de I'autre de telle sorte que I'image de ['un des secteurs non orientés est incluse dans

I'autre ou que I'un est inclus dans l'image de l'autre.

Démontrer que 1’on obtient ainsi une relation d’équivalence dans 'ensemble des secteurs orientés
non nuls, non tour. On a alors deux classes O et O , appelées orientations du plan. L’une d’elle
se nomme orientation directe ou positive et 'autre orientation rétrograde.

Pourquoi faut-il exclure les secteurs orientés nuls ou tour?

THEOREME 1 Sil'on pose ([ABC], [B,A)) KR ([A'B'CY, [B,A")) si et seulement si les deux
secteurs ont méme orientation et [ABC] et [A'B'C'] sontisométriques, alors on a une relation

d'équivalence dans I'ensemble des secteurs non nuls, non tour.

Définition 3 On appelle angle orienté I'un des ensembles suivants

a) une classe d'équivalence de secteurs orientés relativement 2 la relation & du
théoréeme précédent

b) I'ensemble des secteurs orientés nuls et tour noté J w et appelé angle nul.

Notation

- -

2 (BA, BC) = Ja , [B,A) étantla premidre frontiere du secteur orienté ( [ABC], [B,A)).

% pour I'ensemble des angles orientés.
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-

J(BA, BA) = Ao l'angle nul (orienté).

THEOREME 2 Les relations X, et X, définies dans l'ensemble des nombres réels par
xR,y « x=y+k360 etek€Z (modulo 360) et
xX,y < x=y+k2n et k€Z (modulo 2x)

sont des relations d'équivalence.

Notation

x = {yER |y = x+k2r et kEZ]} la classe d'équivalence du nombre x (modulo 2 ).
0 = {0,2x, 4x, 6m, ..., -2, ..} = -2n = 4xn
IR/ 2n estl'ensemble des classes modulo 2n, et R / 360 I'ensemble des classes modulo 360.

Exercices
5 Qu'est-ce que =, g ? A-t-on -nEm, -%WE g , 270€R /360, 120 R/ 360,
%IEERIZn , 2n€ R/ 2rn? A quelles classes appartiennent 1427“, 37417‘, - 1732n ?
6 Silonpose x+y = (xty), démontrer que ( R/2x, +) est un groupe commutatif.
Rappel
On dispose déja de la mesure des angles (mode d'emploi du rapporteur) avec, pour A ['ensemble des
angles non orientés, I'application p, e - A {0,360]
dor e (d @) =x
satisfaisant aux conditions suivantes:
1 My egx‘é(z)_ a) = 0 < Ja = ) o ('anglenul non orienté)
2 My eg!é(z)' p) = 180 pour Ap langle plat
3 Uy eglé( 4 AOB) = u a egré(zl AOC) + n a eglé(zl COB) < [AOC] et [COB] sontadjacents
4 Megre ©St surjective.
Exercice 7

Montrer qu'avec  p_ .. (4 a) = % Mg, egxé(‘l o), on a aussi ces quatre propriétés sur [0; 2x] et que

et u sont des bijections.

radian

Hdegre
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On admettra ['axiome suivant pour la mesure des angles orientés.
AXIOME

La mesure en radians des angles orientés est une application

7 - R/2x

- -

4(0OA,0B) b x =m

rad

mradian

(1(OA, OB))

satisfaisant aux conditions suivantes:

1 m (lw) =0
2 m_(A(OA, OB)) = x si x = p_(2 AOB) et 1 (OA, OB) est

d'orientation directe

(3(0A, OB)) = m_(3(0A, OC)) + m_(1(OC, OB)) (Chasles)

3 m, rad

rad rad

Remarque

On peut illustrer les notions précédentes de la maniere suivante.

- — —
Dans un repére orthonormé direct (O, OI, OJ), on considérel'axe (I, OJ) tangent au cercle C(O 1)
Si I'on "enroule” sur le cercle le demi-axe positif dans le sens direct et le demi-axe négatif dans le
sens rétrograde, on constate que tous les points de I'axe dont les abscisses different de 2 (mesuredu

périmetre du cercle) se superposent sur le méme point M du cercle. On obtient ainsi une surjection de

I'ensemble des points de I'axe sur I'ensemble des points de cercle ou une bijection de I'ensemble des

classes de réels modulo 2x vers I'ensemble des points du cercle C ©1)°

On peutposer x = m,,q(4(OI, OM)).

Exercices

8 Construire une application m,_ . : & — R/ 360, et vérifier que l'on a aussi les trois

propriétés ci-dessus pour la mesure en degrés.

9 Sil'onnote .94 Iensemble des angles orientés positivement auquel on a ajouté I'angle nul,

démontrer que m S, — R/2n est une bijection.

rad

10 Si A(OA, OB) est d'orientation directe, démontrer que

mq(4(OB, OA)) = -m,_((OA, OB)).

rad
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— —
11 Si A<B=<C, calculer m () (BA, BC)) et m_, (4 (BC, BA ) ). En déduire que l'angle

rad

orienté plat d’orientation directe a la méme mesure que l’angle orienté plat d’orientation
rétrograde.

—>

12 Si (OA) 1 (OB), [AOB] saillantet ) (OA, OB) d’orientation directe, alors

(1(OB, OA)) = ™ _ &

m_.(2(OA, OB)) = 2 et m > )

rad

- -

13 Si (OA) L (OB), |AOB] saillant, A (OA, OB) d’orientation directe et 8(O,A) = 8(O,B) = 1

avec SHA) = B et M € C(O 1 N d N [AOB], démontrer que O € d et

2(OA, OM) ~ 2(OM, OB) et m_(2(OA, OM)) = %

rad

2 Fonctions trigonométriques sinus et cosinus

2.1 Construction et définition de sinus et de cosinus dans un repére orthonormé direct

- —>

Unrepére (O, OI, O]) du plan est dit orthonormé direct si (OI)L (O]), 8(O) = 8(O,)) = 1et

A (Ol, O]) est d'orientation directe. On dit aussi que le repére est orienté positivement.

On rappelle que I'application "mesure des angles orientés” est une bijection de I'ensemble des angles
orientés positivement, auquel on adjoint I'angle orienté nul, vers 'ensemble des classes (modulo 2 =)
R/2x .

Construction

A chaque nombre x €ER, on associe une et une seule classe x . A chaque classe x, on associe un et
e

un seul angle orienté positivement 4 (OI, OM). La demi-droite [O,M) coupe le cercle C ©.1

en un et un seul point M. Ce point a un et un seul projeté orthogonal M’ surl'axe (OI) et un et un

seul projeté orthogonal M" sur (OJ).

cosx estlenombre OM' , c'est-a-dire I'abscisse du point M

sinx estlenombre OM" , c'est-a-dire I'ordonnée du point M.
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On peut résumer le composé de ces applications a I'aide des diagrammes suivants.

X - x B m'_ () =2(OL OM)
3 ( cosinus) 3 ([OM)N C(O,l) )
OM' = cosx R M'e (OI) AR M
x k> X b m'_(x) = 2(Ol, OM)
3 (sinus) 3 (joM)n C(O,l) )
OM" =sinx < M"€ (0]) “ M
Ainsi,
sint: R - [-1; 11
x — oM et sinx = OM" avec MEC, ) et M'=p (M)€E(O])
et x = m_.(4(O0I, OM))
cos: R - [-1; 11
X B oM’ et cosx = OM' avec MEC(O,l) et M'=p (M) € (OI)
et x =m_,(4(OI OM))
2.2 Propriétés
1 sin{x + 2%) = sinx et cos(x+2x) = cosx

— -
Eneffet, x + 2 € x (modulo2x) et x = m_ (4 (OI, OM)).

On dit que sinus et cosinus sont périodiques de période 2x.

On a aussi sin(x + k-2x) = sinx et cos(x+k2x) = cosx et kEZ.
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Plus généralement, une fonction de R vers R est périodique de période pE R} si
1. VxeDf x+p€eDf
2. fx+p) = f(x

Remarque
Si une fonction est périodique de période p, elle est périodique de période k'p (kEZ ™).

2 sin) = 0 et cos0 =1
— >

- —
Eneffet, avec 4(OI, OM) = A(OI Ol)et M =1 ona sin0 = OM" = 00 =0
et cos0 = OM = OM = OI = 1.

3 sint = 0 et cosnt = -1
-  —> - — — —
Eneffet, avec A (OI, OM) = 4(0OL -0OI)ona OM = -OI et M(-1;0).
Ainsi, pl(M) =M"'=0€(0]) et sink = OM" = OO0 = 0 et
cosk = OM = OM = -1.
T T _
4 sm2 =1 et cos2 =90

Avec A(O_I>, O—I)VI) = A(C;;, C—)})) ona M=J et p (M=M=0€(].

Ainsi, sin’2~c - OM" = OM = O] =1 et cosg - OM = 00 = 0.
an 3 _
5 sm2 = -1 et cosz—o

- — — — — —>
Avec A (Ol OM) = A(0OL -OJ)ona OM = -0OJ et M(0;-1) et M= O et M" = M.

Ainsi, sin%t = OM" = OM = -1 et cos%c = OM' = OO0 =0.
6 sin’x + cos’x = 1

i

3n
2 Wy } la propriété est immédiate avec les quatre propriétés

En effet, avec x € {0,

o3
27"
le théoréme de Pythagore, on a é‘)(O,M)2 = 6(O,M')2 + éS(M',M)2

précédentes. Avec x ¢ {0, }, le triangle AOMM' est un triangle rectangle et, avec
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= i‘)(O,M')2 + 6(O,M")2 car OM'MM" rectangle

2 .2
et 1 = cosx+sinx.

Exercices

14

15

16

17

18

—>

-
Avec un repére orthonormé directe (O, OI, OJ ), dessiner M sur C(O 1 si

- —
x = m_ (2 (Ol, OM)) dans les cas suivants.

rad

_2 1 o _ N2
cosx = ¢ cosx = , cosx = 0, cosx = -~
sinx = 0,6 sinx = -0,8 sinx = -% sinx = @

Onpose S I) =] et dnC, NIOT = M} et p,(M) = M' € (Ol) . Démontrer que

on
. . o n . X ‘\/E n
AOMM' est isocéle. Calculer 8(O,M') , en déduire cos, = sing = . Calculer cos(4- +
9 15 7.
2m), cos X , sin(E -2n), s'm(———TE), cos(-‘n).
4 4 4
- —
Avec un repere orthonormé directe (O, Ol, O] ),ona ME C(O N M =p (M)E (OI) et
m_ d(z).( Ol, OM)) = 3 . Montrer que AIOM est équilatéral et que S(MM.)(O) = 1. En déduire
n_1 % V3
coss—zetsms— 5 -
; n 1 n_ V3
Démontrer que sing’ = 5 et cos. =",
cosx =0 <« x =12t-+knetk€Z = xE%U 3?“

kn et k€EZ < x€EauUO.

sinx = 0 <« x

Autres propriétés

(Illustrer chacune des propriétés suivantes en distinguant plusieurs cas de figure)

Cosinus est une fonction paire et sinus une fonction impaire.

cos-x) = cosx et sin(-x) = -sinx

Avee m_(3(Ol, OM)) = x et MEC,g 1), onpose p, (M) - M'€(OD),
PL(M) = M"E(OD: M1 :S(OI)(M) et Pi(Ml) = MZE(OD .
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_— > - —> e —Y — —
Ona m_,(4(OL OM,)) =-m_,(2(OL, OM)) =-x car 4(Ol, OM,;) et 3(OI, OM)
sont associés a des secteurs orientés isométriques ne sont pas de méme directionsi M = 1.
Avecp (M,;) = M'€(OI), on obtient cos(-x) = OM' = cosx
et sin(-x) = OM, = - OM" = -sinx.

8 cos{n+x) = -cosx et sin(x +x) = -sinx

Avec m_ (3 (Ol OM)) = x et MEC, ;). onpose M, = 5(M), p, (M) = M € (OD),

p,M) =M€, p M) =M€eON, p M) = Me(Q]). Alors, 5(0)(M') =M, ,

SoM) =M, et OM, = - OM' et OM, = - OM" .
Avec m_,(A(OI, OM,)) = (x+m), ona cos(x+m) = OM, = - OM' = -cosx
et sin(x+x) = OM; = - OM" = -sinx.
9 cos(x-m) = -cosx et sin(x-x) = -sinx
Avec cos(x-n) = cox(x-m+2x) = cos(x+x;) = -cosx
et sin{x-m) = sin{x-x+2%x) = sin(x+x) = -sinx

Avec cos(-y) = cosy et sin(-y) = -siny on déduit

cos(m - x) = - cos x et sin(x - x) = sinx
10 cos(’zl -x) = sinx et sin(g -x} = cosx (unthéoréme d'échange)
n 3n

Ce théoreme est immédiat pour x € {0, 97 My }.

rad(ll(O_;, (;M)), onutilise SyI) =] et S;(M) = M,.
Alors, 54([0,1)) = [0)]) et S [IOM]) = [JOM;] et ([JOM,], [O])) n'est pas de méme

Dans les autres cas, avec x = m

orientation que ( [IOM], [O,]) ) car on a un nombre impair de symétries orthogonales qui

— -

transforment un secteur en I'autre et m_ d(zl (O], OM;)) = - x.
o - > —_— - -
OII a ainst mmd(a- ( OII OM] ) ) = mrad(A ( OI, O] ) ) + mrad(z)' ( O]I OMl ) )
.
- 2 X - (2 x)

Sil'onpose p (M) = M€(OI) et p, (M) = M"€(0)),
alors S,(M") = S4p, (M) E©)) = p, M)EQ©D = M' et OM" - OM'
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Ainsi, sin(g—x) = OM" = OM' = cosx.

cosy = sin(g—y) = cos(ait -x) = sin(—;E - (;l—x)) = sinx .

En posant y = g - X, on peut écrire

Exercices
19 Etablir cos(g +x) = -sinx et sin(g +X) = COSX
x 3n 5n 5n 7n
20 Calculer cos(- 3) sin = cos, sin " cos™
3
sin(36mn + %) cos(-12n +§) sin(3x +§) cos(5x - J3—t) cos(x + 7“)
- ) . 145n . 218 157 . 73
cos(x - - sin— sin 3 cos (-~ sin ~¢
21 Résoudre a I'aide de valeurs approchées dans R .
1) 3cos(x) -2 =0 2) 2 sin(x) ty = 0 3) 5cos(t) -1 =0
4) 2cos(x+m) +1 =0  5) -2sin(x-’2~‘)+1 =0 6) 3sin(+x)-2 = 0
x = y +k2=n
22 Avec cosx =cosy <« x=11y+k2rn ef sinx = siny < {oau et keZ,
x =m-y+k2n
résoudre les équations sutvantes.
1) cosx = cos(2x+1) 2) sin3x = sin(@x+1) 3) sin2x = sin(2x + 3)
4) sin(-%) = -sin 3x 5) cosbx = -cosx 6) cos(x-5) = cos(2x-3)
7) cos(x+1) = cos(x+2) 8 cos3x =1 9) sin(-2x) = 0
23 Exprimer en fonction de cos x ou de sinx .
. 5 . In 71
sin{x - 3x) cos(5m + x) cos(4dx - x) cos(7 -x) sm(? -x) cos(7 ~X)
24 Résoudre selon le modéle suivant.
g— -x = x + k2=
. . 4t .
cOsX = sinx < sm(i—x) = sinx < au
EL .
5 "X =a-X + k2xn
“4x = -n + kdn x=;—t+kn
N a1 P ou < X = 4E+ kn
Ox = n + kidxn x €9
1) cos2x = sin2x 2) inT = cos 3) cosy = siny
= sin sin_ = cos_ s, = sing
. 1 1
4) sin@2+ ) = cos2+7) 5) cos@x+1) = sin(x+1) 6) sinX’ = cosx’
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25

Représenter graphiquement f et g pour x€E€[0;2x] avec f(x) = sinx et g(x) = cosx . De méme

pour x€E|0; 4xn] avec f(x) = sin% et g(x) = cos% ; pour xE€ [0; ] avec f(x) = sin2x et

g(x) = cos2x.

3

La fonction tangente

Définition Avec cosx = 0 « {yER| y=5 +kn} = E et x€EE, silonpose tanx =

7 sin x
€OS X

alors on a une application appelée tangente tan: R-E — R
X —  tanx

Exercices

26

27

28
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Trouver les domaines de définition de f, g et h si f(x) = tan(g -x) , gh = tan(g +x),

h(x) = tan2x.
nax n on o w ., -443%
Calculer tanxpourxe{O,6,4,3,-6,-3,-4,n,2n, 1 }.

Représenter graphiquement tan pour xE]-g ; g'[ a l'aide des waleurs calculées.

Démontrer les propriétés suivantes pour la fonction tangente.

a) tangente est une fonction impaire tan(-x) = -tanx

b) tan{x + 2x) = tanx

c) tan(x +x) = tanx (tangente est périodique de période x)

T 1
4) tan(z ") = tan x
n 1
e) tan(2 +x) = - fan x
1 .\ .
Onpose cotx = tan x (fonction cotangente). Donner le domaine de définition de la fonction

cotangente et la représenter graphiquement pour x € 10; 2x| - {=} . Cotangente est-elle une

60




fonction périodique, paire, impaire? A-t-on cot(g -x) = tanx ? Trouver Df et Dg si

f(x) = cot2x et g(x) = cot(’z-t +x).

29 a) Sans calculer x, trouver sinx et cosx si tanx = - et 2sinx +3cosx = 2.

>N W

b) Sans calculer x, trouver sinx et cosx si tanx =

30 Démontrer que l'on a

,/ . 2 . ,/ 2
a) cosx = ¥\ 1-sin'x et sinx = ¥\ 1-cos x

1

b) 1+tan’x = )
cos"x

2 1

¢) l+cot'x = —5
sin’x

Pour illustrer les fonctions tangentes et cotangentes a I'aide du cercle trigonométrique, si

Con 3w . y . .
x¢ 0U 5 U5 Uz ontrouve des triangles rectangles associés au cercle trigonométrique.
- —
Dans un repere orthonormé direct (O, OI, OJ) duplan,onpose d;, L (OI) et IE€d,, d, L (O]) et
JEd, , et pour MeC avec m (z).((;l> JM))—iethEf)U.EU ﬁU T ona
2, € P ©1) rad ’ - 2 2

p,M) = M€E(O], p, M) = M"E(O)), d;N(OM) = {C} et d, N (OM) = {D}.

; MM IC IC
Alors tanx = sIvxo - e = - IC
cos X oM’ o1 1
Cos X MM JD D _
et cotx = — = = = = = JD
sin x OM" o) 1

d; s'appelle I'axe des tangentes et d, celui des cotangentes.

Exercices

31 Dessiner tanx et cotx sur les axes des tangentes et des cotangentes si
. x x = 3m Sla 7n

XEligi 3i 4 4 4 g1

—_ -
32 Dessiner M et évaluer les mesures de I'angle ) (Ol, OM) en degré et en radian dans chacun des

cas suivants.
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tanx = 1 tanx = -1 tanx=’\/_3 tanx = -

R

cotx = -‘\/_3 cotx = -1 cotx = -‘\/_3 cotx =

ol

33 Avec tanx =tany <« x=y+kn et kEZ et cotx =coty < x =y+kn et kEZ ,

résoudre dans R en radians.

1) tanx = 1 2) cotx =1 3) tan3x =1
4) cotd4x = 1 5) tan(2x+‘2i) = tanx 6) cot(2m+3x) = cot2x
X X2
7) tanx = cot(2x-1) 8) cot(i +m) = tan2x 9) cot; =0
4 Formules d'addition

- — - —
Avec un repere orthonormé direct (O, OI, OJ) et M EC(O 1), Onpose m (A(OI, OM)) = x et

rad

— — — —
(A(OM, ON)) =y eton choisit CEC, avec (O, OM, OC) repere orthonormé direct.

mrad o1

— —
Pour les coordonnées de M, N et Cdanslerepere (O, OI, O] ), on obtient M(cos x ; sin x) ,

N(cos(x +y);sin(x +y)) et C(cos(x+12£); sin(x+g)). Danslabase (OI, OJ), ona

ON = cos(x +y)- OI +sin(x+y)- OJ.

- -

Dans labase (OM, OC), ona

cosy: OM +siny- OC.

@
z
f

— — —>

-
cosy- {(cosx- Ol +sinx- O])+s'my-(cos(x+~275)- OI+sin(x+g)- 0J])

i

(cosy-cosx + siny- (-sinx) ) - OI + (cosy-sinx + siny-cosx)- OJ

— - —
Le vecteur ON s'écrivant de maniére unique dans labase (OI, OJ)ona

COSX-COSY - sinX-siny

cos(x +y)

sin(x+y) = sinx-cosy + cosx-siny
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Exercice 34

Démontrer les relations suivantes.

a) cos(x-y) = cosx-cosy + sinx-siny et sin(x-y) = sinx-cosy - cosx-siny

tanx + tany

tanx - tany
~ 1- tanx-tany

1+ tanx-tany

et tan(x -y) =

b) Formules de duplication

sin2x = 2sinx- cosx

cos2x = coszx - sinzx = 2coszx -1 =1- 23in2x
2 tan x

tan2x = — 3
1-tan'x

c¢) Transformation d'une somme en produit

cos(x +y) = cosx-cosy - sinx-siny

) ) } = cos(x+y) + cos(x-y) = 2cosx-cosy
cos(x-y) = cosx-cosy + sinx-siny

+ -
= cosa + cosf = 2cosa2 B -cosmzi3

Sur le modele précédent

+ -
cosa - cosP = -2sin® B -sina B

2 2

+ - + -
sina + sinf = 25in(—x*B -cosm—B et sina -sinf = 2cos ™ B -sin B

2 2 2 2

. + . )

tana + tan =—SM et tana - tan B =M-

cosa - cos P

d) Formules de bissection

2(5)_ 1+ cosx ¢ _2(5)_]-cosx ¢ ¢ 5_1-cosx_ sin x
8 Ly = 2 € s iy) = 2 € €2  sinx  1+cosx

(Indication : remplacer 2x par x dans la formule de duplication pour le cosinus)

. . . . X
e) Expression rationnelle de sinx, cosx, tanx en fonction de tan

2
2Xx x X
1-tan 5 ' 2tan2 2tan2
COSX = S X et sinx = ~—; et tanx = ———;;
1+t.am2 1+tan§ 1-ta 5

(Indication : remplacer 2x par x dans les formules de duplication )
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5 Trigonométrie et triangle

1 Triangle rectangle

-  —>

Avec (AB) L (BC), on choisit 1€ (AB) et 8(A) = 1 et (A, Al, AJ) repere orthonormé direct.

Onpose MEC, (3(AB, AC)) = x .

(A1)
Les triangles AAM'M et AABC sont deux triangles rectangles semblables et I'on a

N[AC) , p,(M) = ME(AB) et m

rad

3A,B)  3(AM) _ AM = cosx (= adjacent )

3(A,C) 3(A,M) ~ hypoténuse
3B,C) d(MM) T __opposé
5(A,C) ~ 8AM) MM' = sinx (= hypoténuse)
3B,C)  d(MM) _sinx ¢ (= _opposé )
5(A,B) T 8AM) T cosx ~ anx ~ adjacent
Exercices

35 Calculer la mesure des angles d'un triangle rectangle si (AB) L (BC), &(AB) = 15
8(B,C) = 20.

et

36 Quelle est la hauteur d’une tour que I'on voit sous un angle de 25° lorsqu’on est @ 80 m de son

pied?

37 Quelle est la hauteur d'un mur si I'échelle de 8 m qui atteint son sommet est inclinée de 60° par

rapport a ['horizontale?

38 Ondonne 3(AB) = 6, 8B,C) = 5 et 8(C,A) = 8. Avec p,(B) = HE(AC), h = 3(B,H)

et

x = 8(CH), montrer que l'on a 6 = h*+ (8-x)2 et 5° = h®+x". Calculer x et h et la mesure

des angles du triangle AABC.

39 Dans un parallélogramme ABCD on donne 8(A,B) = 8, 8(A,D) = 10 et p deg(zl BAD) = 20°.

Calculer l'aire du parallélogramme.

40 Calculer la mesure des angles d'un triangle isocéle dont un des c6tés a une longueur deux fois plus

grande que celle de la base. Que devient la mesure des angles si un coté est n fois plus long que la

base (n€IN)?

41 Comment choisir la longueur d'un rectangle dont la largeur est 5, sachant que les diagonales se

coupent sous un angle mesurant 45°7
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5.2 Triangle quelconque

Théoréme du cosinus

Si A¢€(BC), p,(B) = HEJAC[ et w(ABAQC) = a, avec 8(A,H) = m, 8(CH)=n, 8BH) = h,

3AB) = c, 8(A,C) = b et 8B,C) = a,
m

alors cosa =" e¢ m = c-cosa .
2 2 2
Avec Pythagore W =-m® = a'-n
= E-dteos’a = a’- (b- m)2
= az-(b-c-cosa)z
= a’-b*+2bc-cosa - o8’ a
Alors é+b’- 2bc-cosa = a (Pythagore généralisé)
B b -a
a cosa. 2be

Exercices
42 Si A¢(BC), p,(B) = HE(AC)-[CA), démontrer que I'on a aussi a’ = b’ +c - 2bc-cosa .

43 Si A¢BQ), p l(B) = HE(AC)-[AC), démontrer que l'on a aussi a’ = b>+¢ - 2bc-cosa .

44 Calculer la longueur des hauteurs et des médianes d'un triangle dont les ctés a, b, ¢ sont donnés.
Quelle est la mesure des angles du triangle?
a) a =38 b =12 c=5

b) a=2/3 b=2A2 c=vV2+Ve

45 Avec A¢(BC), 8BC) = 3, 3(AC) = 4 et pn deg(z) CAB) = 18°, calculer la longueur du

I
i
It

troisiéme coté et la mesure des deux autres angles.

Théoréme du sinus

Si A (BC), 8(AB) = ¢, 8(AC) = b et SBC) = a, p,(A) = A, €[BC], p,(B) = B, €[AC],
pl(C) =C, €[AB], a = w(JCAB), B=u(2ABC) et y = u(4BCA), alors

. _ 6(B,Bl) . _ 6((:l(:l) - _ 6(A1Al)
sina = e sinf = A siny = b
Pour l'aire ¢ du triangle AABC, ona
1 1 1
o =5 3B,B))'b ou o = 5 3A,A))ra ou o = 5 3(C,C)c
C ool b edng o Ly L
et o =7 csino = 5 a smy—zcasmﬁ
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a [

alors b-csina = a‘bsiny <« S = —
sina  siny
. . b c
et a*bsiny = c-asinfp e =
sinff  siny
a b c
et . = = -
sin a sin B siny
Exercices

46 Que deviennent ces formules si I'on pose
p (A) = A €BO)-[BC) ou p,(A)=AEBC-[CB)?

47 Dans un triangle,
a) Sia=2,y =70°¢et B = 30°, calculerbet c.
b) Sib=2,a=3 ety =27, calculercet .
¢) Sia=2, a=22c¢tB =50 calculerbet c.
48 On donne un parallélogramme ABCD avec 8(AB) = 5, 8(B,C) = 3 et (4 BAD) = 70°.
Calculer la longueur des diagonales et l'aire du parallélogramme.
49 Si (AB) 1 (BO) et w(ABAC) = o, démontrer que l'ona 8(A,B) = 8(A,C)cosa .
50 Une facade est surmontée d'un toit dont les chevrons mesurent 8m.La pente du toit étant de 22°,

quelle est la largeur de cette facade?

Théoréme des projections

Si A€ (BC), p (A) = HE[BC], uw(ACBA) = B et u(4BCA) =y, alors

[3(B,0) = 8(B,A) cosp + &A,C) cosy |

Exercices
51 Que devient cette égalité si p L(A) =He®BO-[BC) ou p l(A) =HeBO-|CB)?

52 Pour le calcul du rayon d’un cercle circonscrit a un triangle, si {A,B,C} C C(O 0 et S4A) = B
avec dN (AB) = {M}, on rappelle que (2 AOB) = 2 u() ACB) .
a) Démontrer que I'on a u()AOB) = 2 u() AOM)

b) Avec 3AB) = ¢, 8(0,A) = r et n(AACB) = vy, démontrer que r = ¢

2siny °

On tirera aussi profit des nombreux exercices relatifs aux triangles ou a la résolution d'équations
trigonométriques dans le FUNDAMENTUM de mathématique "Notions élémentaires” de la CRM.
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